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1 Základńı algoritmus path traceru

getL i (x , w)
{

Color thrput = (1 , 1 , 1 )
Color accum = (0 , 0 , 0 )
whi l e (1 )
{

h i t = N e a r e s t I n t e r s e c t (x , w)
i f no i n t e r s e c t i o n

return accum + thrput ∗ bgRadiance (x , w)
i f i sOnLightSource ( h i t )

accum += thrput ∗ Le ( h i t . pos , −w)
rho = r e f l e c t a n c e ( h i t . pos , −w)
i f rand ( ) < rho // r u s s i a n r o u l e t t e − su rv iv e ( r e f l e c t )

wi := SampleDir ( h i t )
thrput ∗= f r ( h i t . pos , wi , −w) ∗ dot ( h i t . n , wi ) / ( rho∗p( wi ) )
x := h i t . pos
w := wi

e l s e // absorb
break ;

}
re turn accum ;

}

Algoritmus path traceru poč́ıtá radianci v bodě x a ve směru ω. Na počátku je x pozice oka
a ω je směr, kterým se kouká do scény pro daný pixel. thrput je ”váha”sledovaného paprsku.
Paprsek zkuśı naj́ıt pr̊useč́ık se scénou a pokud nic nenajde, vrát́ı spoč́ıtanou radianci. Pokud
paprsek dopadl na světelný zdroj, připoč́ıtá se k výsledku radianci světelného zdroje opravenou
o váhu sledovaného paprsku. Poté je potřeba se rozhodnout, zda by měl dále pokračovat nebo
skončit. Spočte si pravděpodobnost, s jakou by měl pokračovat, vhodná hodnota je odrazivost
ρ (pokud plocha odráž́ı 90%, tak s 90% pravděpodobnost́ı bude pokračovat, pokud 20%, tak
paprsek bude pokračovat s 20% pravděpodobnost́ı). Path tracer tedy spoč́ıtá pravděpodobnost,
s jakou by měl pokračovat ve výpočtu (nemuśı to být nutně odrazivost, ale ta má velmi dobré
vlastnosti), vygeneruje náhodné č́ıslo a rozhodne se. Pokud konč́ı, tak vrát́ı spoč́ıtanou hodnotu,
pokud pokračuje, tak vygeneruje nový směr ωi podle nějakého rozložeńı pravděpodobnosti p(ωi),
uprav́ı váhu nového paprsku a nastav́ı x na pr̊useč́ık p̊uvodńıho paprsku se scénou a ω bude směr
nového paprsku.
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Sledováńı jedné cesty je potřeba někdy ukončit, je několik možnost́ı:
• podle počtu odraz̊u cesty - nevhodné, protože občas sleduje ned̊uležité paprsky, zat́ımco

d̊uležité mohou být ukončeny předčasně

• pokud je thrput menš́ı, než konstanta

• ruskou ruletou - jediné nestranné řešeńı, v každém kroku s nějakou pravděpodobnost́ı cestu
ukonč́ıme

Při generováńı náhodných sekvenćı je d̊uležité, aby každý pixel měl nezávislé odhady. Pokud
jsou paprsky korelované, tak je vizuálńı dojem podstatně horš́ı. Numerická chyba je stejná, ale
subjektivńı pocit je horš́ı.

Path tracer je jeden z prvńıch algoritmů, je velice jednoduchý, ale právě d́ıky své jednodu-
chosti se v praxi prosazuje (např. filmy 2012, Alice in the Wonderland). Neńı př́ılǐs rychlý, ale
je velmi robustńı, tzn. funguje pro velkou množinu scén, nemá skoro žádné parametry (=neńı
potřeba zaměstnanec se znalostmi) a dokud běž́ı, tak zlepšuje výsledek.

2 Detaily path traceru

Směr sekundárńıho paprsku generujeme z nějaké hustoty pravděpodobnosti p(ωi) na hemisféře,
ideálně bychom chtěli generovat podle Li(ωi)fr(ωi, ωo) cos(θi), to ale nejde, protože nev́ıme,
jaká je hodnota př́ıchoźıho světla Li(ωi) v bodě x. Obvykle se tedy snaž́ıme generovat paprsky
podle fr(ωi, ωo) cos(θi) (bud’ př́ımo podle této funkce nebo podle nějaké podobné, protože podle
fr(ωi, ωo) je často obt́ıžné vzorkovat).

Co by se stalo, kdybychom v path traceru použ́ıvali př́ımo fr(ωi, ωo) cos(θi)? Neboli co kdyby
p(ωi) bylo př́ımo úměrné fr(ωi, ωo) cos(θi)? Nejdř́ıve je potřeba spoč́ıtat pdf (probability distri-
bution function), pdf má integrál 1, použiji normalizaci a dostanu

p(ωi) =
fr(ωi, ωo) cos(θi)∫

Hx
fr(ωi, ωo) cos(θi)dωi

=
fr(ωi, ωo) cos(θi)

ρ
(1)

Člen ve jmenovateli je odrazivost ρ. Pokud tuto pdf použiji v path traceru mı́sto obecné p(ωi),
tak se členy ve zlomku upravuj́ıćı thrput vykrát́ı a thrput se v jednotlivých kroćıch nebude měnit.

thrput∗ =
fr(ωi, ωo)dot(x.normal,−ω)

ρ ∗ p(ωi)

thrput∗ = 1

Důsledkem neměńıćıho se thrput je, že dokud cesta neskonč́ı, tak sekundárńı paprsky cesty
budou vždy přisṕıvat stejnou vahou. Při použit́ı jiného rozděleńı by se thrput neustále zmenšoval
a př́ıspěvky sekundárńıch paprsk̊u by k finálńım výsledku přisṕıvaly stále menš́ım d́ılem. To je
d̊uvod, proč chceme, aby pdf byla podobná fr(ωi, ωo) cos(θi). Pokud neńı pdf neńı zcela stejná
(ale je velmi podobná), thrput bude z̊ustávat přibližně na hodnotě 1.

Jak je možné, že jeden paprsek stále přisṕıvá zhruba stejně ke konečnému výsledku, třeba i po
20 odrazech? Lze si to představit jako situaci, kdy mı́sto deseti 1 wattových paprsk̊u vyšlu jeden
10 watový. Pokud se použije správné rozděleńı pro vysláńı jednoho paprsku, tak to statisticky
vyjde stejně.
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3 Pravděpodobnost přežit́ı cesty

Jak je uvedeno výše, je dobré použ́ıt jako pravděpodobnost přežit́ı cesty odrazivost plochy v
bodě x. Pokud by byla použita jiná metoda (např. pro plochu s ρ 30% by cesta pokračovala s
pravděpodobnost́ı 100%), tak by sekundárńı paprsky musely být poč́ıtány častěji, než je nutné
(což stoj́ı výpočetńı výkon), a musely by být vynásobeny odrazivost́ı.

Ne vždy umı́me spoč́ıtat odrazivost ρ, v takovém př́ıpadě lze použ́ıt jiný zp̊usob rozhodnut́ı
o ”přežit́ı”cesty, který dává podobné výsledky, ale nevyžaduje spoč́ıtat odrazivost ρ: vygeneruji
směr sekundárńıho paprsku z p(ωi) (dř́ıve, než se rozhodnu, zda ho v̊ubec budu potřebovat) a ze
směru spoč́ıtám pravděpodobnost, zda by měl paprsek pokračovat:

qsurvival = min

{
1,
fr(ωi, ωo) cos(θi)

p(ωi)

}
Pokud je p(ωi) splňuje rovnici 1, tak je výsledek qsurvival vždy ρ, což je ekvivalentńı s p̊uvodńı
metodou. Pro obecné p(ωi) může být qsurvival větš́ı než 1 a proto je shora omezené hodnotou 1.
Výhodou této metody je, že nevyžaduje znalost odrazivosti ρ, ale funguje zhruba stejně efektivně,
a pokud je p(ωi) ”ideálńı,”(tj. pokud splňuje rovnici 1) tak funguje zcela stejně. Pokud je p(ωi)
daleko od ideálu (tj. pokud jej́ı pr̊uběh neńı podobný fr(ωi, ωo) cos(θi)), tak funguje lépe, než
metoda s odrazivost́ı.

4 Výpočet př́ımého osvětleńı v path traceru

V základńım algoritmu path traceru postupně stř́ıĺıme paprsky a pokud náhodou tref́ıme zdroj
světla, tak má paprsek nenulový př́ıspěvek a všechny ostatńı cesty, které skončily dř́ıve, než se
stačily trefit do světla maj́ı nulový př́ıspěvek. Tento zp̊usob neńı př́ılǐs rychlý a trvá dlouho, než
zkonverguje, což je vidět dobře na obrázćıch 1a a 1b. Č́ım je zdroj světla menš́ı, t́ım je menš́ı
pravděpodobnost, že paprsek se do zdroje tref́ı, pokud je zdroj bodový, tak je pravděpodobnost
limitně nula.

(a) Referenčńı obrázek (b) Základńı path tracer, 150 cest na pi-
xel

Obrázek 1: Cornell box (Autor: Alexander Wilkie)

Pokud se omeźıme na problém př́ımého osvětleńı, existuj́ı dva př́ıstupy, jak zjistit, kolik světla
dopadá na mı́sto x:
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• vzorkováńı BRDF - pośıláme paprsek po hemisféře a doufáme, že se tref́ıme do zdroje
světla.

• vzorkováńı plochy světla - vzrokujeme plochu zdroje světla (vzorkované mı́sto označuji y)
při zohledněńı viditelnosti mezi body x a y.

5 Vzorkováńı BRDF

Pro výpočet odražené radiance Lr vzorkováńım BRDF využijeme formulaci rovnice odrazu jako
integrálu přes směry na polokouli:

Lr(x, ωi) =

∫
H(x)

Le(r(x, ωi),−ωi) · fr(x, ωi, ωo) · cos θidωi

Pro výpočet estimátoru rovnice odrazu generujeme náhodné směry ωi,k podle hustoty p, která je
co nejpodobněǰśı členu fr(x, ωi, ωo) cos θi, vrhneme paprsek z x ve směru ωi,k a pokud paprsek
protne nějaký zdroj světla, přičteme Le(r(x, ωi,k),−ωi,k) · fr(x, ωi,k, ωo) · cos θi,k/pdf . Výsledný
estimátor má tedy tvar:

L̂r(x, ωo) =
1

N

N∑
k=1

Le(r(x, ωi,k),−ωi,k) · fr(x, ωi,k, ωo) · cos θi,k
p(ωi,k)

6 Vzorkováńı světel

Vzorec pro vzorkováńı světel źıskám z rovnice odrazu, kterou uprav́ıme tak, aby mı́sto integrováńı
přes hemisféru integrovala přes plochy světla:

Lr(x, ωo) =

∫
A

Le(y → x) · fr(y → x→ ωo) · V (y ↔ x) ·G(y ↔ x)dAy

V je funce viditelnosti, pokud je mezi x a y překážka, je V (y ↔ x) = 0, jinak V (y ↔ x) = 1.
Pro výpočet estimátoru generujeme náhodnou pozici yk na zdroji, otestujeme viditelnost mezi x
a y, a pokud je V (y ↔ x) = 1, přičteme |A|Le(y)fr(.) cos /pdf .

L̂r(x, ωo) =
|A|
N

N∑
k=1

Le(yk → x) · fr(yk → x→ ωo) · V (yk ↔ x) ·G(yk ↔ x)

Př́ıtomnost geometrického faktoru

G(yk ↔ x) =
cos(θy) · cos(θx)

||y − x||2

v této formulaci zp̊usobuje úbytek světla se čtvercem vzdálenosti. Povšimněte si, že tento úbytek
je dán 3D geometríı prostoru (substituce dω = cos θ/r2 ∗ dA), nikoli vlastnostmi světla.

7 Vlastnosti vzorkováńı BRDF a vzorkováńı světla

Máme dva r̊uzné a korektńı zp̊usoby, jak vyřešit (spoč́ıtat) jeden problém. Kdy je vhodné použ́ıt
kterou metodu?
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• vzorkováńı BRDF - výhodněǰśı pro velká světla, pro malé zdroje je malá pravděpodobnost
zásahu zdroje → vysoký rozptyl, šum

• vzorkováńı světla - výhodněǰśı pro malé zdroje, jediná možnost pro bodové zdroje. Pro
velké zdroje je mnoho vzork̊u mimo lalok BRDF → vysoký rozptyl, šum

Na obrázćıch 2a a 2b je identická scéna zobrazená oběma metodami. Ve scéně jsou 4 světla
s r̊uznými velikostmi a 4 plochy s r̊uznou lesklost́ı (nejvzdáleněǰśı jsou nejv́ıce odrazivé, bĺızké
nejv́ıce difúzńı). Na obrázku 2a vlevo dole je malý zdroj a difúzńı plocha. V takové situaci
metoda se vzorkováńı BRDF skoro nikdy netref́ı (metoda náhodně voĺı směry na difúzńı ploše
a proto zhruba rovnoměrně po celé hemisféře) a výsledkem je náhodný shluk pixel̊u. Metoda
vzorkováńı světel naopak selhává na obrázku 2b vpravo nahoře (velký zdroj světla s lesklým
povrchem). Př́ıčinou tohoto chováńı je, že když náhodně vygeneruji bod na světle, tak se světelný
př́ıspěvek toho bodu muśı vynásobit BRDF a na lesklém povrchu se paprsek málokdy tref́ı do
laloku BRDF.

(a) Vzorkováńı BRDF (b) Vzorkováńı světel (c) MIS

Obrázek 2: Ukázka vzorkovaćıch technik (Autor: Eric Veach)

8 Multiple importance sampling

Vzhledem k tomu, že obě techniky selhávaj́ı na vzájemně komplementárńıch př́ıpadech, by bylo
dobré, kdyby bylo možné je zkombinovat do jedné, kde by slabost jedné byla vyvážena śılou
druhé. Výsledky obou metod nemůžeme sč́ıtat (výsledek by byl 2Lr(x, ωo)), potřebujeme tedy
nějaký vážený pr̊uměr obou metod. Otázka zńı, jak korektně zvolit váhy. Metoda MIS použ́ıvá
váhy závislé na pdf vzork̊u a dodává velmi dobré výsledky (viz. obrázek 2c).

Metoda Multiple Importance Sampling má váhy závislé na pdf vzork̊u, minimalizuje rozptyl
kombinovaného estimátoru a má téměř optimálńı řešeńı. Mějme n vzorkovaćıch technik (=hus-
tot pravděpodobnost́ı, protože každé vzorkováńı má jednoznačně určenou pdf, s jakou vzorkuje),
p1(x), p2(x) . . . pn(x), z každé pdf vybereme ni vzork̊u Xi,1, Xi,1 . . . Xi,ni a spoč́ıtáme kombino-
vaný estimátor MIS podle následuj́ıćıho vzorce:

F =

n∑
i=1

1

ni

ni∑
j=1

wi(Xi,j)
f(Xi,j)

pi(Xi,j)
(2)

Prvńı suma iteruje přes n vzorkovaćıch technik, druhá přes všechny vzorky z jednotlivých technik,
wi jsou kombinačńı váhy jednotlivých vzork̊u a f/p je totéž, jako v klasickém Monte Carlo
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estimátoru. Kombinovaný estimátor F je nestranný, pokud ∀x :
n∑
i=1

wi(x) = 1 (tj. pokud pro

všechna x je součet jejih vah roven jedné):

E[F ] =

∫ [ n∑
i=1

wi(x)

]
f(x)dx ≡

∫
f(x)

8.1 Vyrovnaná heuristika

Libovolně definovaná sada vah, která se sečte do 1 nám tedy dává nestranný estimátor MIS. To
ale nestač́ı, chceme také minimalizovat rozptyl. Jako prvńı řešeńı se nab́ıźı aritmetický pr̊uměr:
wi = 1/n, která v sobě spojuje to nejhorš́ı z obou technik a neńı v̊ubec vhodný. Mnohem lepš́ı
volba je vyrovnaná heuristika, kde jsou váhy jednotlivých technik dány následuj́ıćım vzorcem:

ŵi(x) =
nipi(x)∑
k nkpk(x)

Vyrovnaná heuristika nám tedy dodá váhy, které můžeme dosadit do kombinovaného es-
timátoru:

F =
n∑
i=1

ni∑
j=1

f(Xi,j)∑
k nkpk(Xi,j)

kde je vidět, že při vyrovnané heuristice hodnota př́ıspěvku libovolného vzorku Xi,j k estimátoru
nezáviśı na tom, ze které vzorkovaćı techniky byl vzorek poř́ızen (tato vlastnost je vyjádřena v
názvu heuristiky).

Vyrovnaná heuristika je téměř optimálńı, žádný jiný kombinovaný estimátor ve tvaru 2
nemůže mı́t rozptyl o mnoho menš́ı. Proč funguje tak dobře? V estimátoru je f/p a pokud je
někde p malé, tak jsou př́ıspěvky estimátoru na takových mı́stech velké, ačkoliv je to nevhodné
(to přesně dělá aritmetický pr̊uměr [obrázek 3b], protože sč́ıtá obě hustoty, které maj́ı váhu 0.5 i
v mı́stech, kde jedna z nich má velmi malé hodnoty). V kombinovaném estimátoru s vyrovnanou
heuristikou jsou ve jmenovateli všechny hustoty a stač́ı, aby jejich součet nešel k nule a př́ıspěvky
jsou v takových mı́stech rozumněǰśı (obrázek 3c).

(a) Hustota pravděpodobnosti
p1 a p2

(b) Kombinovaný estimátor s
aritmetickým pr̊uměrem

z
(c) Kombinovaný estimátor s vy-
rovnanou heuristikou

Obrázek 3: Vztah vah a vzorkovaćıch technik vzhledem k př́ıspěvku kombinovaného estimátoru

8.2 Aplikace MIS na výpočet př́ımého osvětleńı

Vrát́ıme se k vzorkováńı světla a BRDF, kde je při použit́ı vyrovnané heuristiky velmi d̊uležité
si uvědomit, že obě pravděpodobnosti muśı mı́t stejnou doménu. Uniformńı vzorkováńı plochy
světla nemá z pohledu bodu x uniformńı pdf. Pokud použijeme vzorkováńı BRDF a světel, tak
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Obrázek 4: Př́ıspěvky jednotlivých technik do výsledného obrázku. Vlevo: w1 * BRDF. Vpravo:
w2 * vzorkováńı zdroje

máme dvě vzorkovaćı strategie p1 a p2, necht’ obě použ́ıvaj́ı stejný počet vzork̊u n, v takovém
př́ıpadě maj́ı následuj́ıćı váhy:

ŵ1(ω) =
n · p1(ω)

n · p1(ω) + n · p2(ω)
=

p1(ω)

p1(ω) + p2(ω)

Jak se spoč́ıtaj́ı p1 a p2? p1 je hustota vzorkováńı podle BRDF a záviśı tedy na BRDF v bodě x,
např. pro Lambertovskou BRDF p1(ω) = cos θx

π . Uniformńı vzorkováńı zdroje vypadá z pohledu
bodu x jako

p2(x) =
1

|A|
||x− y||2

cos θy

kde prvńı člen 1/|A| je tam kv̊uli tomu, aby
∫
p2 = 1 (pdf je všude mimo světlo 0), vzdálenostńı

člen ||x−y||2 korekci vzdálenosti (pokud se světlo dvakrát vzdáĺı, tak bude jeho plocha z pohledu
bodu 4x menš́ı a protože pdf p2 neńı nula jen na světle, tak muśı mýt větš́ı hodnotu, aby integrál
z̊ustal 1) a cos θy kv̊uli natočeńı.

9 Použit́ı MIS v path traceru

V každém bodě potřebujeme spoč́ıtat dva př́ıspěvky: př́ımé a nepř́ımé osvětleńı. Na př́ımé
osvětleńı použ́ıváme dvě vzorkovaćı techniky – vzorkováńı světel a BRDF – které se spoj́ı v
kombinovaném estimátoru. Protože technika vyśıláńı paprsku pro nepř́ımé osvětleńı (vzorkováńı
BRDF) je stejné, jako jedna z technik pro poč́ıtáńı př́ımé, lze ”recyklovat”paprsek vyslaný podle
vzorkováńı BRDF při výpočtu př́ımého osvětleńı.

Pro výpočet osvětleńı na bodě x vždy vygeneruji dva paprsky – jeden vznikne tak, že vygene-
ruji bod na povrchu světla a spoj́ım ho s bodem x a druhý vznikne tak, že vyberu směr pomoćı
BRDF a pošlu paprsek t́ım směrem. Prvńı paprsek bude přisṕıvat pouze na př́ımé osvětleńı,
zat́ımco druhý bude přisṕıvat na př́ımé osvětleńı (pokud se náhodou stref́ı do světla, což nemuśı
být moc často, viz obrázek 1b) a na nepř́ımé osvětleńı, kde přij́ımá světlo od nějakého jiného
bodu ve scéně (což může občas být i zdroj světla, protože i na ten dopadá jiné světlo).

Je potřeba si uvědomit, že MIS váhy se použij́ı pouze u výpočtu př́ımého osvětleńı, protože to
je poč́ıtané pomoćı kombinovaného estimátor̊u dvou technik. Nepř́ımé osvětleńı se připočte celé.
Při výpočtu MIS vah je potřeba vźıt v úvahu pravděpodobnost ukončeńı cesty (ruská ruleta)

Pokud se ve scéně vyskytuje v́ıce světel, je několik možnost́ı, jak se s t́ım vypořádat:

• Poslat st́ınový paprsek ke každému zdroji světla. Tento zp̊usob může být nepraktický při
vyšš́ım počtu světel (100+)
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• Vybrat náhodně jeden zdroj (ideálně pravděpodobnost podle výkonu) a na tom teprve
náhodně vybrat bod y určuj́ıćı st́ınový paprsek. Existuje dobrá heuristika, kdy tuto me-
todu použ́ıvám až po prvńım nelesklém odrazu, zat́ımco pro všechny ostatńı vrcholy cesty
poč́ıtám př́ımé osvětleńı od všech zdroj̊u světla. Pravděpodobnost výběru zdroje ovlivňuje
hustoty (a tedy i váhy) v MIS

Druhá technika (BRDF) je přirozeně nezměněna t́ım, kolik je ve scéně světel. Ta vždy vrhne
právě jeden paprsek a zjist́ı, zda jste zasáhli světlo.

10 Osvětleńı z mapy prostřed́ı

Mapa prostřed́ı je jenom jiný typ zdroje světla, mı́sto zdroje světla ve scéně máme nekonečně
velkou kouli s obrazem kolem celé scény, která ji osvětluje. Tato technika je často použ́ıvána ve
filmech a hrách. Mapu prostřed́ı lze na kouli r̊uzně mapovat.

Pro poč́ıtáńı osvětleńı se u mapy prostřed́ı použ́ıvaj́ı dvě techniky, vzorkováńı BRDF (generuje
paprsky podle BRDF bodu a pokud nezasáhnout žádný objekt, použije se intenzita definovaná
kouṕı mapy prostřed́ı) a vzorkováńı podle d̊uležitosti, importance sampling (paprsky se generuj́ı
podle toho, jakou intenzitu má mapa prostřed́ı v daném směru, např. světlá obloha má vysokou
intenzitu a tud́ıž i vysokou pravděpodobnost).

Máme dvě vzorkovaćı techniky a proto lze použ́ıt MIS, která dává lepš́ı výsledek, než indi-
viduálńı použit́ı technik.

Obrázek 5: EM pomoćı BRDF (300 vzork̊u)
techniky na dif̊uzńım povrchu. BRDF je
konstantńı a málokdy se stref́ı do světla a
t́ım vytvář́ı šum

Obrázek 6: EM IS (300 vzork̊u) - lesklý po-
vrch, protože BRDF má veliký lalok, tak se
většina vygenerovaných vzork̊u se netref́ı do
laloku

Obrázek 7: MIS (300 BRDF + 300 IS) na
dif̊uzńı povrch

Obrázek 8: MIS (300 BRDF + 300 IS) na
lesklý povrch
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11 Vlastnosti estimátor̊u

Řekneme, že estimátor je nestranný, pokud v pr̊uměru dává správnou veličinu (bez systematické
chyby):

E[F ] = Q

kde F je estimátor veličiny Q (náhodná veličina) a Q je odhadovaná veličina (např. integrál).
Pokud estimátor neńı nestranný, tak je vychýlený (”biased”), kde systematická chyba (bias) je
dána následuj́ıćım vztahem:

β = Q–E[F ]

Mějme estimátor, který je funkćı mnoha náhodných veličin (např. v path traceru máme př́ıspěvky
cest), pak řekneme, že je konzistentńı, pokud

Pr
{

lim
N→∞

Fn(X1, X2 . . . Xn) = Q
}

= 1

tj. pokud chyba FN–Q jde k nule s pravděpodobnost́ı 1. Konzistentnost a nestrannost se lǐśı,
např. estimátor, který osciluje kolem své středńı hodnoty je nestranný, ale ne konzistentńı.

Postačuj́ıćı podmı́nka konzistentnosti estimátoru (muśı platit obě rovnosti; nestač́ı, aby bias
šel limitně k nule) je

lim
N→∞

β[FN ] = lim
N→∞

V [FN ] = 0

Středńı kvadratická chyba (Mean Square Error):

MSE[F ] = E[(F −Q)2]

Plat́ı, že
MSE[F ] = V [F ] + β[F ]2

Z toho vyplývá, že pokud je algoritmus nestranný, tak jediným zdrojem chyby je rozptyl (MSE[F ] =
V [F ]). Rozptyl lze odhadnout ze vzork̊u Yi, nestranný estimátor rozptylu:

V̂ [FN ] =
1

N − 1


(

1

N

N∑
i=1

Y 2
i

)
−

(
1

N

N∑
i=1

Yi

)2


Eficience (účinnost) estimátoru:

ε[F ] =
1

V [F ]TF

V [F ] je rozptyl a T [F ] je čas výpočtu (např. počet operaćı, počet vržených paprsk̊u či jiná
metrika).

12 Zobrazovaćı algoritmy

Zobrazovaćı algoritmy jsou poč́ıtány pomoćı estimátor̊u. Různé algoritmy můžeme rozdělit podle
toho, jaké vlastnosti maj́ı:

• Nestranné: path tracing, bidirectional path tracing, metropolis light transport

• Konzistentńı: progresivńı fotonové mapy

• Nekonzistentńı, vychýlené: nekonverguj́ı ke správnému výsledku, ale k něčemu ”hezkému”konverguj́ı
rychleji, než jiné algoritmy (=maj́ı z principu chyby, ale uživateli to nevad́ı). Fotonové mapy,
irradiance/radiance caching.
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